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On consideére deux réels p >1et g >1vérifiant —+—=1.
P q

1. Montrer que pour tous réels positifs aet b,ona: ab< lap +1bq.
p q

2. Pourx=(X,...,X,)eC"et y=(y,,...,y,) €C", on pose :

||X||p=(§|xi|pj% et ||y||q=(i2;:|yi|q}%

Etablir 'inégalité de Holder : 3 [x | < x|, ], -

i=1
3. En écrivant (|x|+[yi))” =[x| (] +[%])" + Iyl (x]+]y:)"
Obtenir Iinégalité de Minkowski : ||x + y||p < ||x||p +||y||p.
Solution

1. Montrons que pour tous réels positifs aet b,ona: ab < 1ap +1bq.
p q

L’inégalité est vérifiée lorsque a=0et b=0.
Supposons a et b strictement positifs et utilisons la concavité de la fonction In, c’est-a-dire :
Va e[0;1], vx>0,vy>0,(1-a)Inx+alny <In(l-a)x+ay).

. T 1
Appliquons cette inégalité a x =a’et y=b%avec o =—~.
q

Ona: In(ab) :iln(ap)+iln(bq) < In(iap +1bq)

Y q Y q
On obtient I’inégalité voulue par croissance de la fonction exponentielle.
2. Soientx =(x,,...,x,)eC"et y=(y,,.... y,)eC".

Etablissons I’inégalité de Holder : Z|x vil <X Iyl -

Appliquons I’inégalité de la questionl. avec a=-—- | et b= Iyl

L

L inégalité est immédiate si xou y est I’élément nul de C". Supposons pour la suite x ety
non nuls de sorte que||x||pet ||y||q ne sont pas non nuls. Soit ie Ln .
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On somme ces inégalités pour i allantde 1an;ona:

ZII|xy| [ZM} {zm] 11
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En multipliant de part et d’autre par le réel ||x||p ||y||q . on obtient I’inégalité voulue.




3. Etablissons I’inégalité de Minkowski : ||x + y||p < ||x||p +||y||p.

Par I’inégalité triangulaire, ona: |x +y;| <|x |+|yi|-

Do syl = 3+ < (1)

En utilisant I’indication de la question, on obtient :

> ()" < bl )+ Dol )

i=1
L’inégalité de Holder permet d’écrire :
n

S = S o )

i=1 i= i=1
Onsaitque: (p—-1)g=pg—-q=p.
b N P n P %
oo 31| +1w)” < (1, +Ivl, ) 31+’
1

Donc, comme: 1-—= i
q p

n p }/p
ona: [S:(xl+iyl) | <Iil, 1y,

i=1

Ainsi @ ||x+ y||p s||x||p +||y||p.



